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はじめに

大学入試センター試験が始まり，いよいよ大学入試本番の時期になった．過去問など
にも取り組んでいることと思う．その中で入試問題には，確実に得点したい「標準」レベ
ル，ある程度は得点したい「やや難」レベル，多くの受験生が得点の難しい「難」レベ
ルという 3 段階の難易度があることを実感していることだろう．ただ，大学によってこ
の難易度にも幅ができる．例えば，Euler大学では「標準」レベルと判断される問題が，
Riemann大学では「やや難」レベルと判断される問題になるという具合いにである．さ
らに「標準」レベルという同一のレベルでも，「やや難」よりのものから「入試問題の基
本」よりのものまでの幅をもっている．通常授業では「標準」レベルの問題を扱ってき
た．この「標準」レベルは，純粋に「標準」のものから「やや難」よりのものである．そ
のため，大学によっては「やや難」レベルの問題と判断されるものも含まれていた．それ
に対し，特別授業では純粋に「標準」のものから「入試問題の基本」よりのものを中心に
扱う．入試で出題された場合には必ず得点をできるようにしておきたい．
問題としては，数学 I・II・III・A・Bの全範囲から選んでいる．しかし，すべての単

元を満遍なく扱うことはできていない．この点は注意しておきたい．
授業では 10～15分間で問題を解いてもらう．10～15分という時間が妥当な問題ばかり

ではないので，解ききれないものもあるだろう．そのため，解答後の解説を聞いただけで
は，分かったつもりや理解が不十分なままで終わってしまう．必ずその日のうちに，復習
をするのを忘れないでもらいたい．さらに，時間をおいてからもう一度解くこともしよ
う．それにより，理解がより深まり，強固なものになっていく．
また，問題を解いてくるという予習をする必要はないが，問題を読んでから授業に臨ん
だ方が，解答に取り組む時間を有益に使えるだろう．さらに，少しでも多くの内容を扱い
たいので，通常の授業のときよりも解説は速くなる．しっかりと解説を聞くことについ
ていくためにも，定義，定理などの基礎事項は押さえておく必要がある．
なお，1日で 3～4問扱う予定である．大学入試までの残りの時間を有効に使うために
も，この特別授業をに上手に活かしてもらいたい．
あと僅かの時間しか残されていないように感じるかもしれない．しかし，思い出して
欲しい．外苑祭の本番まであと僅かだからと言ってあきらめることはしなかったはずだ．
本番に近づくにつれ完成度が上がるという経験を青高生ならばしているはずである．こ
の気の持ちようは些細なことに思えるかもしれないが，現役生は忘れてはいけないこと
だ．青高生であれば，大学入試の勉強だって同じである．粘って粘って，粘りつくそう！

1



【 1 】

次の各問いに答えよ．

(1) 1,2,3の 3種類の数字を 5個並べて 5桁の整数をつくるとき，3種類すべて
の数字が少なくとも 1 つ含まれるような整数は何個できるか．ただし，同じ
数字を何回用いてもよい．

(2) 赤球が 12 個，白球が 3個の合計 15 個の球がある．どの白球も互いに隣り合
わないように横一列に並べる並べ方は何通りあるか．

(3) x,y,z,w は x + y + z+ w = 12 を満たす整数とする．このとき，x ¸
1,y ¸ 1,z ¸ 1,w ¸ 1 を満たすような組 (x; y; z; w) は何通りあるか．

k NOTE
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【 2 】

袋の中に，赤球 4個，青球 2個，白球 3個の合計 9個の球が入っており，この中か
ら同時に 3個の球を取り出す．このとき，次の各問いに答えよ．

(1) 3個の球の色がちょうど 2種類である確率を求めよ．
(2) 赤球 1個につき ¡1 点，青球 1個につき 2点，白球 1個につき 0点であるゲー
ムを行う．このとき，得点の合計 X が X < 0 となる確率を求めよ．

k NOTE
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【 3 】

座標平面上をサイコロの目に応して，次のように動く点 Pがある．

（ア）奇数の目が出たら x 軸正方向に 1，偶数の目が出たら y 軸正方向に 1移動
する

（イ）点 Pが直線 y= 4 上に移動したら，そこで移動を終了する

点 Pははじめ原点 Oにあり，サイコロをちょうど n 回振って移動が終了する確率
を pn (n ¸ 4) とするとき，次の各問いに答えよ．

(1) pn を n を用いて表せ．
(2) pn を最大にする n の値を求めよ．

k NOTE
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【 4 】

自然数 m に対して，その正の約数の総和が 2m となるとき，m を完全数という．
例えば，6の正の約数は 1,2,3,6であり，1 + 2+ 3+ 6 = 12 = 2£ 6 となるこ
とから，6は完全数である．次の各問いに答えよ．

(1) pn（p は素数，n は自然数）という形の完全数は存在しないことを証明せよ．
(2) pq（p,q は異なる素数）という形の完全数を求めよ．

k NOTE
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【 5 】

3進法で表された自然数 Xn (n = 1; 2; : : :) を次の 2つの規則により定める．

( i ) X1 = 10(3)

( ii ) Xn の各位の数字に

0ならば「01」，1ならば「20」，2ならば「10」に置き換える

という操作を行ってできる自然数を Xn+1 とする．

例えば，X1 = 10(3),X2 = 2001(3),X3 = 10010120(3) である．このとき，次の各
問いに答えよ．

(1) 3進法で表された数を 2で割ったときの余りは，各位の数の和を 2で割ったと
きの余りと一致することを示せ．

(2) Xn の各位の数字の中の 1の個数を ln とするとき，ln+1 を ln を用いて表せ．
(3) すべての自然数 n に対して，Xn は奇数であることを示せ．

k NOTE
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【 6 】

次の各問いに答えよ．

(1) 自然数 x,y が xy¡ 3x¡ 2y+ 12 = 0 を満たすとき，x,y の値の組 (x; y)
をすべて求めよ．

(2) 実数を係数とする関数 f(x) = ax2+ bx+1 がある．f(1),f(¡1) がともに
整数であるとき，
( i ) f(1) = p,f(¡1) = q とおくとき，a,b を p,q で表せ．
( ii ) 任意の整数 n に対して，f(n) は整数となることを証明せよ．

k NOTE
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【 7 】

a,b を実数とし，f(x) = x3+(a¡ 3)x2+ bx¡ 3a2+9a+27 とおく．3次方程
式 f(x) = 0 が異なる 3つの実数解をもち，そのうちの 1つが x= 3 であるとき，
次の各問いに答えよ．

(1) a のとり得る値の範囲を求めよ．
(2) 3 次方程式 f(x) = 0 の異なる 3 つの実数解を ®,¯,° とするとき，®2 +
¯2 + °2 の最大値を求めよ．

k NOTE
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【 8 】

xy 平面において，連立不等式Yx+ y¡ 4 ¸ 0x¡ 3y+ 8 ¸ 0

5x¡ 3y¡ 20 · 0

が表す領域を D とする．このとき，次の各問いに答えよ．

(1) x2 + y2 の最大値，最小値および，そのときの x,y の値をそれぞれ求めよ．

(2)
y+ 1
x の最大値，最小値，および，そのときの x,y の値をそれぞれ求めよ．

k NOTE
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【 9 】

a を実数とし，2点 A(1; a2 + a),B(¡1; a2 ¡ a) を通る直線を la とおく．a を
実数全体で変化させるとき，直線 la の通過する領域を図示せよ．

k NOTE
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【 10 】

Oを原点とする xy 平面において，曲線 C : y = x(2¡ x) 上の 1 < x < 2 を満た
す部分に点 Pがあり，点 Pにおける曲線 C の接線と x 軸，y 軸の交点をそれぞれ
Q,Rとする．このとき，次の各問いに答えよ．

(1) 点 Pの x 座標を t (1 < t < 2) とするとき，点 Pにおける曲線 C の接線の方
程式を t を用いて表せ．

(2) 直線 OPが三角形 OQRの面積を二等分するとき，点 Pの座標を求めよ．
(3) (2)において，曲線 C と x 軸とで囲まれる図形のうち，直線 OPの上方の部
分を S1，直線 OPの下方の部分を S2 とするとき，S1 : S2 を求めよ．

k NOTE
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【 11 】

平面上に三角形 OABがあり，OA = 4,OB = 3,AB =
p
15 である．点 Oから直

線 ABに下ろした垂線の足を H，三角形 OABの重心を G，¡!OA = ~a,¡!OB =~b と
する．このとき，¡!GH の大きさを求めよ．

k NOTE
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【 12 】

四面体 OABCにおいて，辺 OAの中点を D，辺 OCを 1 : 2 に内分する点を Eと
し，三角形 ABEの重心を Gとする．¡!OA =~a,¡!OB =~b,¡!OC =~c とおくとき，次
の各問いに答えよ．

(1) 直線 DGと平面 ABCの交点を Fとするとき，¡!OF を ~a,~b,~c を用いて表せ．
(2) 辺 ABを t : (1¡ t) に内分する点を P，辺 OCを 2 : 1 に内分する点を Qと
し，さらに線分 DGを 3 : 1 に内分する点を Rとする．直線 PQと直線 DGの
交点を Rとするとき，実数 t の値を求めよ．

k NOTE
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【 13 】

座標空間内の 4 点 O(0; 0; 0),A(1; a; 3),B(a; 3; 1),C(3; 1; a) について，
次の各問いに答えよ．ただし，a は正の実数とする．

(1) 三角形 ABC の重心を G とすると，OG ? AG,OG ? BG が成り立つことを
示せ．

(2) 四面体 OABCの体積が 3となるとき，a の値を求めよ．

k NOTE
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【 14 】

2つの数字 0と 1を重複を許して，左から順に n 個並べる．ただし，0の右隣には
1しか並べられず，1の右隣には 0も 1も並べてよいものとし，このような規則を
満たす列の個数を xn とおく．例えば，x1 = 2,x2 = 3 である．このとき，次の
各問いに答えよ．

(1) xn+2 を xn と xn+1 を用いて表せ．
(2) x10 を求めよ．

k NOTE
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【 15 】

複素平面上の曲線 C : zz+ iz¡ iz¡ 3 = 0 について，次の各問いに答えよ．ただ
し，i は虚数単位とし，z は z の共役な複素数を表す．

(1) 曲線 C はどのような図形か答えよ．
(2) 点 z が曲線 C 上を動くとき，w= 2z+ 3+ 2i によって定められる点 w の図
形はどのような図形か答えよ．

(3) (2)の w に対して， w の最大値，最小値をそれぞれ求めよ．

k NOTE
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【 16 】

次の各問いに答えよ．ただし，i は虚数単位とする．

(1) w=
p
2
2
+

p
2
2
i とするとき，w99 の値を求めよ．

(2) 方程式 z5 = ¡2
p
6 + 2

p
2i の解を極形式で表せ．

k NOTE
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【 17 】

a を実数の定数とする．Oを原点とする座標平面上に，曲線 C : y= logx+ a+1
があり，C 上の点 Pにおける接線 l が Oを通るとき，次の各問いに答えよ．ただ
し，対数は自然対数である．

(1) 点 Pの座標，および，接線 l の方程式を a を用いて表せ．
(2) 点 Pにおける C の法線を m とし，m と x 軸との交点を Qとする．このと
き，点 Qの座標を a を用いて表せ．

(3) (2)の点 Qに対して，三角形 OPQの面積が 5
3
となるとき，a の値を求めよ．

k NOTE
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【 18 】

Oを原点とする座標平面上に，点 A(1; 0)，B(0; 1)および，点 P(0; t) (0 < t < 1)
がある．いま，線分 APの垂直二等分線を l とし，l と線分 OA,ABの交点をそれ
ぞれ Q,Rとする．三角形 AQRの面積を S(t) とおくとき，次の各問いに答えよ．

(1) 直線 l の方程式を t を用いて表せ．
(2) S(t) を求めよ．
(3) S(t) を最小にする t の値を求めよ．

k NOTE
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【 19 】

関数 f(x) = x2 + 5
x¡ 2 について，次の各問いに答えよ．

(1) 曲線 y= f(x) の x!1 のときの漸近線を求めよ．
(2) f(x) の増減，および，曲線 y = f(x) の凹凸を調べて，y = f(x) のグラフ
をかけ．

k NOTE
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【 20 】

xy 平面上に，曲線 C : y = 2
p
x¡ 1 があり，C 上の点 A(0; 1) を通り，曲線 C

と点 A以外の点で接する直線を l とおく．このとき，次の各問いに答えよ．

(1) 直線 l の方程式を求めよ．
(2) 曲線 C と直線 l の囲む図形の面積 S を求めよ．

k NOTE
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【 21 】

xy 平面上に，2 曲線 C1 : y = aex + b,C2 : y = logx+ 1 があり，C1,C2 は
ともに点 A(1; 1) を通り，かつ Aにおいて共通の接線をもつものとする．このと
き，次の各問いに答えよ．

(1) a,b の値を求めよ．
(2) 2曲線 C1,C2 と x 軸，y 軸によって囲まれる図形を，x 軸のまわりに 1回転
してできる立体の体積を求めよ．

k NOTE
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【 22 】

区分求積法を用いて，次の各問いに答えよ．

(1) 極限値 lim
n!1

(12 + 22 +Ý+ n2)2

n6
を求めよ．

(2) Oを原点とする xy 平面上の曲線 C : y = x2 がある．また，点 A(1; 0) に対
して線分 OAを n 等分する点を Oに近い方から順に A1; A2; : : : ; An (= A)
とし，Ak (k = 1; 2; : : : ; n) を通り y 軸に平行な直線と C の交点を Pk とす

る．このとき，極限値 lim
n!1

nP
k=1
sinÎPkOAk を求めよ．

k NOTE
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【 23 】

an =
Û e
1
x(logx)n dx（n は自然数）とする．このとき，次の各問いに答えよ．

(1) an+1 を an を用いて表せ．
(2) lim

n!1
an = 0 を示せ．

k NOTE
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【 24 】

¼
2
· x · ¼ において，f(x) =

Û sinx
cosx

B

1¡ t2 dt とするとき，f(x) の最大値を求
めよ．

k NOTE
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【 答 】

1. (1) 150個 (2) 286通り (3) 165通り

2. (1)
55
84

(2)
17
42

3. (1)
(n ¡ 1)(n ¡ 2)(n ¡ 3)

3 ¢ 2n+1
(2) n = 6; 7

4. (1) 略 (2) 6

5. (1) 略 (2) ln+1 = 22 ¡ ln (3) 略

6. (1) (x; y) = (1; 9); (5; 1); (8; 2)

(2) (i) a =
p+ q¡ 2
2

,b =
p¡ q
2

　 (ii) 略

7. (1) ¡2 < a < 0,0 < a < 6 (2) 36

8. (1) x= 7,y= 5 のとき，最大値 74，x = 2,y= 2 のとき，最小値 8
(2) x= 1,y= 3 のとき，最大値 4，x = 4,y= 0 のとき，最小値 1

4

9. 略

10. (1) y= ¡2(t¡ 1)x+ t2 (2) # 4
3
; 8
9
; (3) 8 : 19

11.
2
p
70
15

12. (1)
1
5
~a+ 3

5
~b+ 1

5
~c (2)

2
3

13. (1) 略 (2) 2,¡1 +
p
6

14. (1) xn+2 = xn + xn+1 (2) 144個

15. (1) 中心 i，半径 2 の円 (2) 中心 3＋ 4i，半径 4 の円 (3) 最大値 9，最小値 1

16. (1) ¡

p
2
2
+

p
2
2
i

(2) zn =
p
2Scos# ¼

6
+
2n¼
5

;+ i sin# ¼
6
+
2n¼
5

;k (n = 0; 1; 2; 3; 4)
17. (1) P(e¡a; 1),l : y= eax (2) (ea + e¡a; 0) (3) § log 3
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18. (1) y= 1
t x+

1
2
#t¡ 1

t ; (2)
(1 + t2)2

8(1 + t)
(3)

¡2 +
p
7

3

19. (1) y= x+ 2 (2) 略

20. (1) y= 1
2
x+ 1 (2)

7
6

21. (1) a = 1
e ,b= 0 (2)

¼(¡e2 + 4e¡ 1)
2e2

22. (1)
1
9

(2)
p
2¡ 1

23. (1) 略 (2) 略

24.
¼
4
+
1
2
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k NOTE
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